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在するため，全駆動システム (fully actuated system) で用いることのできる制御
理論を直接用いることができない．こうした難しさが挑戦的な課題として注目さ
れ，多くの研究者によって振り上げ制御，安定化制御と呼ばれる姿勢制御に関す





















は，劣駆動システム [2, 3, 7, 11, 12, 13]の受動制御や，エネルギー制御法がある．
























































































































1.2 本論文の構成 第 1 章 序論























Fig. 2.1 The rotational pendulum system.
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2.2 回転型振子のモデル 第 2 章 対象モデルと安定化理論
Table 2.1 System parameters
記号 説明
L0 アームの長さ [m]




J1 振子の重心まわりの慣性モーメント [kg m2]
1 振子の角度 [rad]
 アームの駆動トルク [N m]
システムの各機械パラメータは以下のとおりである．
まず，制御器設計，および解析のため，回転型振子の運動方程式を導出する．振
子の重心位置 (xc; yc; zc)は以下のように表される．8>>><>>>:
xc = L0 cos 0   l1 sin 0 sin 1
yc = L0 sin 0 + l1 cos 0 sin 1


























で表される．ここで， _xc; _yc; _zcは次式である．8>>><>>>:
_xc =  L0 sin 0 _0   l1 cos 0 sin 1 _0   l1 sin 0 cos 1 _1
_yc = L0 cos 0 _0   l1 sin 0 sin 1 _0 + l1 cos 0 cos 1 _1
_zc =  l1 sin 1 _1
(2.5)
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2.2 回転型振子のモデル 第 2 章 対象モデルと安定化理論
システムの運動エネルギーKは，次式で求まる．

























P (q) = m1gl1(cos 1   1) (2.7)
ただし，g は重力加速度である．
ラグランジアン Lは (2.6)，(2.7)式より，次式で求まる．




















+ 2m1L0l1 cos 1 _0 _1
























































_20 sin 1 cos 1  m1L0l1 sin 1 _0 _1 +m1gl1 sin 1 (2.15)
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_20  m1gl1 sin 1 = 0 (2.17)
を得ることができる．したがって，運動方程式は以下の式で表される.
D(q)q +H(q; _q) +G(q) = W (2.18)
ここで
D =
24 a0 + a3 sin2 1 a2 cos 1
a2 cos 1 a1
35 (2.19)
H =








a0 = I0 +m1L
2
0










システムの総エネルギーE(q; _q)は，(2.6)式と (2.7)式のP (q)より，(2.21)，(2.22)
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_qTD(q) _q + P (q) (2.23)
2.3 実機モデル




Fig. 2.2 The rotational pendulum (Experiment system).
Fig. 2.2に示す実験システムの回転型振子の運動方程式は，以下の式で表される.







2.3 実機モデル 第 2 章 対象モデルと安定化理論
は一般化座標であり，
De =















である．なお，a0; a1; a2; a3; b0は，(2.22)式と同じである．また，実機モデルと











Table 2.2 System parameters (correlation table)
記号 (理論) 記号 (実機) 説明
L0 L0 アームの長さ [m]
I0 I0 アームの重心まわりの慣性モーメント [kg m2]
0 0 アームの角度 [rad]
m1 m1 振子の質量 [kg]
l1 l1 振子の重心までの長さ [m]
J1 J1 振子の重心回りの慣性モーメント [kg m2]
1  振子の角度 [rad]
  アームの駆動トルク [N m]
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_TD() _ + Pe(): (2.31)
ここで，Pe() は，真下平衡点における位置エネルギーを零とすると，次式で定義
される．




(2.24)式を真上平衡点 ( = ) の近傍で線形化すると次式を得る．





























0 0 1 0

































































これは rank(Uc) = 4を示す．したがって回転型振子は真上平衡点近傍で可制御で
ある．
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_x(t) = Ax(t) +Bu(t); A(n n); B(nm) (2.44)
において，全状態変数 x1(t);    ; xn(t)が，直接測定可能とし，制御入力を以下の
ように与える．
u =  Fx(t) (2.45)
ここで，F はフィードバック係数行列 (mn)である．(2.45)式を (2.44)式に代入
すると次式を得る．




x(t) = exp [(A BF )t]x(0) (2.47)
ここで x(0)を初期外乱といい， 1 < t < 0の区間で存在した外乱によって原点 0
(平衡点)からずれた，t = 0での初期ベクトルを示す．よって，F を選んでA BF
が安定行列にできれば，すべての x(0) 6= 0に対して，x(t) ! 0 (t ! 1)となり，
状態変数を漸近的に原点へ帰すことができる．このときの閉ループシステムをレ
ギュレータという．



















として与えられる重み行列であり，R > 0，Q  0である．
(2.48)式において，

















u0(t) =  R 1BTPx(t) (2.51)
ここで，P (n n)は，リカッティ方程式と呼ばれる次式を満たす正定唯一解をと
るものとする．
PA+ ATP   PBR 1BTP +Q = 0 (2.52)
(2.51)式において
F 0 = R 1BTP (2.53)
を最適フィードバック行列と呼び，(2.51)式を (2.44)式に代入したときの次式の最
適な閉ループシステムを最適レギュレータという．
_x(t) = (A BR 1BTP )x(t) (2.54)
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2.6 強安定化制御 第 2 章 対象モデルと安定化理論
最適レギュレータは漸近安定，すなわち









Fig. 2.3に示すフィードバックシステムを考える．ここで，線形プラント P (s)
は厳密にプロパーであり，線形制御器K(s)はプロパーであるとする．rは目標値，
e = r   yは偏差，uは操作信号，dは外乱，yは出力 (制御量)である．
Fig. 2.3 Feedback control system.




補題 1 (文献 [16]) P (s)が強安定化可能であるための必要十分条件は，P (s)が非
負の実軸上において，すべての実零点の組の間に偶数個の極をもつことである．た
だし，s =1は P (s)の零点の中に含まれるものとする．
17






(s  2) (s  4) (2.57)
このとき，零点は a; 1，極は 2; 4が得られる．




Fig. 2.4 Real poles and real zeros (a = 1).













2.7 リアプノフの安定性理論 第 2 章 対象モデルと安定化理論
いま，以下の非線形システムが与えられたとする．
_x = f(x(t)) (2.58)
本システムにおいて，f(xe) = 0を満たす平衡点 xeは，原点 x = 0にあるものと
する．ただし，この仮定が成立しないときには，平衡点を原点に移動すればよい．
リアプノフの安定性の定義は x(0)が平衡点 (x = 0)から少しずれたとき，x(t)
が依然として原点近傍に留まり得るか否かを述べたものであり，次のように定義
する．
1. 任意に与えられた  > 0に対して正の実数  > 0が見つかり，kx(0)k < を
満たす，すべての x(0)と，t  0について，kx(0)k < となるならば，原点
x = 0を (リアプノフの意味で) 安定という．
2. 安定で，かつ，ある 0 > 0が見つかり，kx(0)k < 0のすべての x(0)に対し
て，x(t)! 0 (t!1)となるならば，原点を漸近安定という．
3. ある  > 0に対し，どんな  > 0を選んでも kx(0)k < を満たすある x(0)に








Fig. 2.6 Denition of Lyapunov stability.
次に，大域的な漸近安定性 (0 !1)を判定する方法について述べる．
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1. xの全域でリアプノフ関数 V (x)が存在する．
2. kxk ! 1のとき，V (x)!1となる．












任意の初期状態 x(t0) 2 W から出発したシステム (2.58)の解が，任意の時刻
t  t0で x(t) 2 W であるとき，この集合W を不変集合という．
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  = fx 2 
 j _V (x) = 0g (2.61)
2.9 平衡点の分類
次式のような系を考える． 8<: _x = f(x; y)_y = g(x; y) (2.62)





























det(J) = fxgy   fygx (2.66)
tr(J) = fx + gy (2.67)
D = (tr(J))2   4det(J) (2.68)
このとき，平衡点は以下のように分類される．
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2.10 結言 第 2 章 対象モデルと安定化理論
1. detA > 0; trA < 0; D  0のとき，安定結節点 (stable node)である．
2. detA > 0; trA > 0; D  0のとき，不安定結節点 (unstable node)である．
3. detA < 0のとき，サドル (saddle)である．
4. detA > 0; trA < 0; D < 0のとき，安定渦状点 (stable focus)である．
5. detA > 0; trA > 0; D < 0のとき，不安定渦状点 (unstable focus)である．































E(q; _q) = Er; lim
t!1
0 = 0; lim
t!1
_0 = 0 (3.2)
ここで Er = b0(cos 0  1) = 0 は，システムの真上平衡点でのエネルギーである．
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Fig. 3.1 Swing-up and stabilizing control.
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3.2 エネルギー制御法による振り上げ制御則 第 3 章 振り上げ制御
制御器設計のため，以下のリアプノフ関数の候補 [6] を用いる．








































_qT _D _q + b0 sin 1 _1
= _qT(W  H  G) + 1
2
_qT _D _q + _qTG






_V = kE _EE + k!0 _0 + k _00
= _0(kEE + k!0 + k0) (3.6)
ある定数 k > 0に対して，
kEE + k!0 + k0 =  k _0 (3.7)
の  を選ぶことができるならば，次式が成立する．
_V =  k _20  0 (3.8)
つぎに，どのような条件の下で，(3.7)式が任意の (q; _q)に対し， について解




=WTD 1(W  H  G) (3.9)
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3.3 特異点の回避条件 第 3 章 振り上げ制御
(3.9)式を (3.7)式に代入すると次式を得る．
(q; _q) = k!W
TD 1(H +G)  k0   k _0 (3.10)
ここで
(q; _q) = kEE(q; _q) + k!W
TD 1(q)W (3.11)
である．したがって，8q，8 _qに対して，








(q; _q) = 0を満たす状態 (q; _q)は制御則 (3.13)の特異点といわれ，制御入力ト
ルクが無限大になる．本節では，(3.12)式が成立するための，つまり制御則 (3.13)
が特異点をもたないための必要十分条件を求める．
E(q; _q)  P (q)より次式を得る．



















を満たす k!と kE を与え，(q(0); _q(0)) = 0のような初期条件 (q(0); _q(0))が存在
することを示す．
 2 R2は f(q)が最大値に達する値とする．
 = argmaxqf(q) (3.17)
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したがって，初期状態 (q(0); _q(0)) = (; )に対して，次式が得られる．










f(1  cos 1)det(D)g (3.22)
つぎに，閉ループシステムの解が漸近する最大不変集合を決定するために LaSalle
の定理 [27]を (2.18)式と (3.13)式から成る閉ループシステムに適用すると以下の
補題が得られる．
補題 2 (2.18)式と正のパラメータ kE, k!, k, kの制御則 (3.13)から成る閉ループ
システムにおいて，任意の (q; _q)に対し，制御則 (3.13)に特異点が存在しないため










_0 = 0 (3.23)












3.4 エネルギーの収束性と真下平衡点の安定に関する解析 第 3 章 振り上げ制御




> 2b0 (a0 + a3) : (3.25)














エネルギーE(q; _q)はE，アームの角度 0は 0に収束することを述べた. 振り上
げ制御目的は，(3.2)式が成立することであり，エネルギーの収束値 Eが目標値







定理 1 (2.18)式と正のパラメータ kE, k!, k, kの制御則 (3.13)から成る閉ルー
プシステムにおいて，kE と k! は (3.15)式を満たすと仮定すると，以下の内容が
成立する．














3.4 エネルギーの収束性と真下平衡点の安定に関する解析 第 3 章 振り上げ制御
2 閉ループシステムに対して，真下平衡点 (0; 1; _0; _1) = (0; ; 0; 0)における
ヤコビ行列は開左半平面，及び右半平面にそれぞれ二つの固有値を有する．
その平衡点はサドル型平衡点である．
証明 1 まず，定理 1-1を証明する．エネルギーの収束値Eを解析することによっ
て，(3.24)式の不変集合
を特徴づけ，回転型振子の動きに関する解析を行う．ま
ず，E  E と 0  を (3.7)式に代入すると次式を得る．
kEE
 + k0  0 (3.29)
エネルギーの収束値Eについて，E = 0 と E 6= 0の 2つの場合に分けて解析を
行う．
Case 1: E = 0
(3.29)式より直接 0 = 0を得る．E = 0 と 0 = 0を (3.24)式に代入すると閉











1 = 0 (mod 2); lim
t!1














1 2 [ 2; 0] (3.34)
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3.4 エネルギーの収束性と真下平衡点の安定に関する解析 第 3 章 振り上げ制御
のみを考えればよい．
 2 < 1 < 0; (3.35)
のとき， _1 > 0より，(1(t); _1(t))が t ! 1のとき，(0; 0)に収束する．よって，







Case 2: E 6= 0
閉ループシステムの解 (q(t); _q(t))が真下平衡点 (0; 1; _0; _1) = (0; ; 0; 0) に収
束することを証明する．この目的を達成するため，E 6= 0を用いて (3.29)式の 
が一定であることを得る．このときの  を  で示す．
kEE
  + k0  0 (3.36)
0  0 と    を (2.18)式に代入すると，次式を得る．
a2

1 cos 1   _21 sin 1

   (3.37)
(3.37)式を tについて積分すると次式を得る．
_1 cos 1  

a2
t+ 1; 8t (3.38)
ここで，1 は定数である．(3.24)式から _1が有界であることがわかり，  = 0を
得る．そうでなければ，(3.38)式の右辺は t!1で無限大になる．時間 tで (3.38)
式を積分すると次式を得る．
sin 1 = 1t+ 2; 8t (3.39)
ここで，2は定数である．sin 1が有界より，1 = 0 が成立する．そうでなけれ
ば，(3.39)式の右辺は，t!1のとき有界でない．sin 1 = 2より，これは 1が
1として定義された定数であることを意味する．よって，(3.36)式と   = 0から
0 = 0であることがわかる．0  0 = 0 と 1  1を (2.18)式と (2.23)式 に代入
すると，それぞれ次式を得る．
 b0 sin 1 = 0 (3.40)
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3.4 エネルギーの収束性と真下平衡点の安定に関する解析 第 3 章 振り上げ制御
E = b0(cos 1   1) (3.41)
(3.40)式から，sin 1 = 0を得る．1 = 0はE 6= 0の仮定と矛盾するE = 0を得
る．したがって， 1 =  (mod 2) と E =  2b0を得る．よって，閉ループシス
テムの解は真下平衡点 (0; 1; _0; _1) = (0; ; 0; 0)へ収束する．
定理 1-2を証明するため，ヤコビ行列の特性多項式を真下平衡点 (0; 1; _0; _1) =
(0; ; 0; 0)で直接計算すると次式を得る．
s4 + 1s
3 + 2s















 = a1k!   2b0(J1a0 + I0a3)kE (3.43)
つぎに，k! と kE 上の条件 (3.15)式が  > 0を意味することに注目する．実際，
(3.15)式に含まれる (1  cos 1)det(D)において 1 = は  > 0を示すことより，











= 123   23   214
D4 = 4D3 (3.45)
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ウスの表の第 1列における係数は f1; 1; D2=1; D3=D2; 4gである．D3 < 0を用い
るると第1列の係数の符号はD2 < 0と D2 > 0に対して，それぞれf+;+; ;+;+g
と f+;+;+; ;+gである．これは，符号の変化は 2つであることを示す．よって，
D2 6= 0であれば， J は開左半平面と右半平面にそれぞれ 2つの固有値をもつ．
D2 = 0であれば，小さい正数 によってラウスの表における s2行の零を置き換え，
作表を進め，以下に示すことができる．
s4 1 2 4
s3 1 3 0







s0 4 0 0






V (0) < 2kEb
2
0 (3.47)









制御則 (3.13)の下で，リアプノフ関数 V は非増加であるため，(3.47)式の制約は
t  0に対して，jEj < 2b0が成立することを保証し，閉ループシステムの解は真
下平衡点へ収束しない．
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条件は，jEj  2b0を満たすエネルギー Eでの初期状態 (0(0); 1(0); _0(0); _1(0))
に対して失敗する．たとえ t = 0で jEj < b0を保持したとしても (3.48)式を満足
する制御パラメータ (kE; k; k!)を取ることは，よい振り上げ制御性能を得ないか
もしれない．








つぎに，(3.28)式の (1(t); _1(t))についての方程式は，平衡点である (1(t); _1(t)) =
(0; 0)でホモクリニック軌道を描くため (1(t); _1(t)) は !極限点 [30]として (0; 0)
をもつ．すなわち，limm!1(1(t); _1(t)) = (0; 0)に対して，m!1で tm !1の
ような時刻 tm (m = 1; : : : ;1) が存在する．したがって，振子は真上平衡点の任
意の小さな近傍に入ることができる時刻が存在する．
真上平衡点は閉ループシステムににおいて不安定であるということは指摘に値














3 =   b0k
a1k!
4 =   b0k
a1k!



















L0 = 0:215 m
l1 = 0:113 m;
m1 = 5:38 10 2 kg
I0 = 1:75 10 2 kg m2
J1 = 1:98 10 4 kg m2
(3.50)









> 2:23 10 3 (3.52)
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_0(0) = 0 rad=s








ここで，四つのパラメータ kE, k!, k, kは独立していないことに注目する．実際


















能性はあるが，初期条件 (3.53)から開始するシミュレーション結果 (0  t  100 s)
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Fig. 3.2 Time responses of 1 and _1 in [6].





k! = 2:30 10 3
k = 6:70 10 3




V (0) < 2kEb
2




0 = 8:67 10 2 (3.59)
により，(3.47)式の制約条件を満足していない．
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比較のため，(3.55)式と (3.57)式のパラメータに対するシミュレーション結果
(0  t  10 s) を Fig. 3.3{3.6に示す (実線: 本論文の結果, 点線: Fantoniら [6]の
結果)．
Fig. 3.3は，リアプノフ関数V が非増加で 0に収束し，システムの総エネルギー
Eは 0に収束していることを示している．Fig. 3.4より，アームの角度 0とアー

















0(0) = 0:1 rad
1(0) =    0:1 rad
_0(0) = 0 rad=s
_1(0) = 0 rad=s
(3.60)
Fantoniら [6]の提案した (3.54)式のパラメータでの制御則 (3.13)は，特異点を
含んでいる．そのため，(3.60)式の初期値に対して，シミュレーションを実行する






3.7 結言 第 3 章 振り上げ制御
つぎに，本論文で示した必要十分条件から得られた，数値シミュレーション 1と
同じ制御パラメータ (3.57) を用いて，シミュレーションを実行し，Fig. 3.3{3.6に
その結果を示す (実線: 本論文の結果)．
Fig. 3.8は，リアプノフ関数V が非増加で 0に収束し，システムの総エネルギー
Eは 0に収束していることを示している．Fig. 3.9より，アームの角度 0とアー
ムの角速度 _0が，それぞれ 0へ収束していることが分かる．Fig. 3.10は，(3.57)
式の制御パラメータの下で，徐々に真上平衡点へ近づくように振り上がっている
ことが確認できる．Fig. 3.11に示した (1; _1)の位相図から，(1; _1)は (3.28)式
の
rで記述されるホモクリニック軌道に収束していることがわかる．また，制御
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Fig. 3.3 Time responses of V and E. (solid lines: our results, dotted lines: the
results of [6])





















Fig. 3.4 Time responses of 0 and _0. (solid lines: our results, dotted lines: the
results of [6])
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Fig. 3.6 Phase portrait of (1; _1) and time response of  . (solid lines: our results,
dotted lines: the results of [6])
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Fig. 3.7 Time responses of  . (the results of [6])
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Fig. 3.8 Time responses of V and E. (our results)




















Fig. 3.9 Time responses of 0 and _0. (our results)
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振子の角度を 1を用いたが，実験システム [14]は，Fig. 2.2で示すように，振子
が下向きの状態から測定された角度 を用いる．
まず，(2.30)式の関係を用いて，制御器設計，および特異点回避条件について再考






Ee(; _) = Er; lim
t!1
0 = 0; lim
t!1
_0 = 0 (4.1)








(; _) = kE(Ee   Er)(; _) + k!WTD 1e ()W (4.3)
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であり，kE > 0, k! > 0, k > 0 は制御パラメータである．


















f(1 + cos)det(D)g (4.5)
以下に補題をまとめる．
補題 3 (2.24)式と正のパラメータ kE, k!, k, kの制御則 (4.2)から成る閉ループ
システムにおいて，任意の (; _)に対し，制御則 (4.2)に特異点が存在しないため










_0 = 0 (4.6)













定理 2 (2.24)式と正のパラメータ kE, k!, k, kの制御則 (4.2)から成る閉ループ
システムにおいて，kEと k!は (4.5)式を満たすと仮定すると，以下の内容が成立
する．










0  0; _2  2b0(1 + cos)a1

(4.9)
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Table 4.1 Component name
No. Description
1 Potentiometer anti-backlash gear
2 Output gear
3 Load gear (120 teeth)











Table 4.2 System parameters




I0 2:000 10 3 kg m2
J1 1:200 10 2 kg m2
Motor torque constant 7:670 10 3 Nm
Back EMF constant 7:670 10 3 V/(rd/s)
Armature resistance 2.600 

Encoder resolution 4096 Counts/rev.
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う場合と，振り上げ・安定化制御を行う場合があるため，\balance ON/OFF"に
て，安定化制御器動作のON/OFFを切り替える．
\Control"ブロック内部の \Swing-Up Control"ブロックの構成は，Fig. 4.5で
記述される．振り上げ制御器への入力信号は，アームおよび振子の角度と速度
(0; ; _0; _) である．アーム，および振子の速度 _0; _は，それぞれエンコーダ
で測定された角度 0; から，\High-Gain Observer"ブロック (Fig. 4.6)で，推定
した値である．\Swing-Up Control"ブロック内の各ブロックによって計算された







0(0) = 0 rad
(0) = 0 rad
_0(0) = 0 rad=s








k! = 2:800 10 3
k = 1:000 10 2
k = 2:000 10 1
(4.11)
Fig. 4.8に振り上げ制御のシミュレーション結果を示す．アームの角度 0 は 0
に近づき，振子は数回のスイングの後，真上平衡点  = に近づいていること
が分かる．(; _)の位相図より，(; _)は (4.9)式の
r で記述されるホモクリニッ
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ク軌道に収束しており，振子が直立位置に近づいたときに，局所安定化制御器に
切り替えることで，振子を真上平衡点で安定化することができる．
振り上げ制御の実験結果を Fig. 4.9に示す．アームの角度 0 は 0に近づき，振





















up =  (mod 2)   (4.13)
なお，(4.13)式の  (mod 2)は [ 0; 2 )の値をとる．
(4.12)式の安定化状態フィードバックゲイン F に関して，Quanser Consulting
Inc. [14]のサンプルプログラムと同じ以下の値を用いる．
F = [ 0:3055; 1:882;   0:1454; 0:2579] (4.14)
実際に，F は (4.2)の機械パラメータとMATLAB関数 \lqr" により計算される．
なお，重み付け行列は以下のとおりである．
Q = diagf0:4; 0:4; 0; 0g; R = 15
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振り上げ制御器から安定化制御器への切り替え条件は，以下の切り替え条件を
適用する．







点  =  で安定化していることがわかる．シミュレーションに対応する実験結
果を Fig. 4.11に示す．安定化制御器への切り替えは，約 4:1 sで実行され，安定




















Es(; _) = Er (4.17)
制御則 [14]は次式で表され，文献 [2]で提案された制御方式に基づいた制御則で
ある．
s = m0l0g(Es   Er)(cos() _) (4.18)
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ここで m0はアームの質量，l0はアームの回転軸から重心までの距離である．
Quanser Consulting Inc. [14]は，(4.18)式の制御則に対して理論解析を行って
いるが，実験で用いられている制御則 (サンプルプログラム) は，振子を素早く振
り上げることを目的とし，次式に置き換えている．
s = m0l0g satumaxf(Es   Er)Sign(cos() _up)g (4.19)




a; y > a
y; jyj  a





1; y > 0
0; y = 0
 1; y < 0
(4.21)
サンプルプログラムの制御パラメータは次のとおりである．8>>>>>><>>>>>>:
m0 = 2:570 10 1 kg
l0 = 6:190 10 2 m
umax = 27:46 m=s
2







jupj  2:50=180 rad and j _j  16:1 rad=s: (4.23)
振り上げ制御則 (4.19)と安定化制御器 (4.12)を用いた実験結果をFig. 4.12に示す．
振子は真上平衡点近傍までに振り上がり，約 5:6 s で安定化制御器に切り替わって
いる．制御入力  は，制御則に含まれる Sign関数の影響で，スパイク状の信号に
なっている．
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Fig. 4.9と Fig. 4.12におけるアームと振子の時間応答を比較すると，本論文の






































































































































































Fig. 4.3 Block diagram of experimental system [14].
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Fig. 4.4 Block diagram of controller [14].
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Fig. 4.5 Block diagram of swing-up control (4.2).
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Fig. 4.6 Block diagram of high-gain observer [14].
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Fig. 4.7 Block diagram of plant [14].
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Fig. 4.8 Simulation results of time responses of 0, ,  , E Er and phase portrait
of (; _) under a perturbation and the swing-up controller (4.2).
59
4.7 結言 第 4 章 実機検証




















































Fig. 4.9 Experimental results of time responses of 0, ,  , E   Er and phase
portrait of (; _) under a perturbation and the swing-up controller (4.2).
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Fig. 4.10 Simulation results of time responses of 0, ,  , E Er and phase portrait
of (; _) under a perturbation, the swing-up controller (4.2) and the stabilizing
controller (4.12).
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Fig. 4.11 Experimental results of time responses of 0, ,  , E   Er and phase
portrait of (; _) under a perturbation, the swing-up controller (4.2) and the sta-
bilizing controller (4.12).
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Fig. 4.12 Experimental results of time responses of 0, , s, Es   Er and phase



















かを調査する．この目的を達成するために，Fig. 2.3の P (s)を設計する必要があ
る．すなわち，(2.37)式の状態方程式に加えて出力の設計を必要とする．0 と 
の角度のみ測定可能であるため，以下のように出力を設計する．
y = (1  )0   (  ) (5.1)
ここで，は未確定のパラメータである．(2.38)式とともに，システムを真上平衡
点 x = 0近傍で線形近似したシステムの状態空間表現は以下のように表される．8<: _x = Ax+Buy = Cx (5.2)
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(5.2)式の状態空間表現により，Fig. 2.3の P (s)について次式を得る．
P (s) =C(sI   A) 1B
=
 s2   
s2((a0a1   a22)s2   a0b0)
(5.4)
ただし，
 =  (a1 + a2)+ a1 (5.5)
 =  b0+ b0 (5.6)






x = 0の安定化問題を考えるため，Fig. 2.3の rを r = 0とする．P (s)に対して，
次式の安定化制御器が存在するための必要十分条件は，P (s)に極零相殺が存在し
ないことである．
u =  K(s)y (5.8)
したがって，P (s)に極零相殺が存在しないための必要十分条件は






実際に = 1の場合，s = 0でP (s)の極零相殺が存在し， = d1の場合，s = p














1     0 0
0 0 1    
0










0(  1)2((a0 + a2)  a2)2
( a0a1 + a22)2
(5.12)
したがって， (C;A)が可観測であるための必要十分条件は jUoj 6= 0であり，(5.9)
式は成立する．
(5.4)式のプラント P (s)が強安定化可能であるような が存在するかどうかを
調査する．P (s)の零点により， = 0のとき，P (s)は有限零点をもたず，四つの












d1 <  < 1 (5.14)
ここで，d1は (5.10)式で定義される値である．





5.2 強安定化制御器の存在性 第 5 章 強安定化
Case 1:  = 0，すなわち P (s)は有限零点をもたず，四つの無限遠零点をもつ．
Case 2:   < 0，すなわち P (s)が二つの虚数零点（実零点ではない）と二つの
無限遠零点をもつ．
Case 3:   > 0 かつ z > p，すなわち P (s)が z > pを満足する正の零点に対し
て，二つの有限零点と二つの無限遠零点をもつ．
Case 1, 2, 3を図示すると，Table. 5.1のようになる．
Table 5.1 Possible condition for strong stability.
Case 1  = 0
Re
Case 2   < 0
Re
Case 3   > 0
Re
(5.14)式を証明するために，Case 1, 2, 3について，それぞれ解析する．
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はじめに，次の条件式を得る．
 = 0 ()  = d2 = a1
a1 + a2
< 1 (5.15)
 = 0 ()  = 1 (5.16)
Case 1に関して，(5.15)式を得る．
Case 2に関して，(5.15)，(5.16)式を用いて，  < 0から次式を得る．
d2 <  < 1 (5.17)
Case 3に関して，(5.15)，(5.16)式を用いて，  > 0から次式を得る．
 > 0;  > 0 ()  < d2 (5.18)
 < 0;  < 0 ()  > 1 (5.19)





 >  p2 (5.21)
直接の計算により，次式を導出する．
 b0+ b0 > ( (a1 + a2)+ a1)p2 (5.22)
これは次式として表すことができる．
((a1 + a2)p
2   b0) > a1p2   b0 (5.23)
上記不等式を簡略化するため，(5.7)式の pを用いることにより，次式を得る．
(a1 + a2)p



























d1 < d2 (5.27)
である．この関係式が成立することは，(5.27)式を以下のように整理し，(2.41)式
の a0a1   a22 > 0を用いることで，確認できる．
d2   d1 = a1(a0 + a2)  a2(a1 + a2)
= a1a2 + a0a1   a1a2 + a22
= a0a1   a22 > 0 (5.28)
したがって， (5.18)式と (5.26)式から， > 0， > 0，z > p > 0を満足する
 の範囲は以下であることが分かる．
d1 <  < d2 (5.29)
一方，(5.19)式が成立する場合，z > p > 0，すなわち (5.20)式は  < 0より次式
を得る．
 <  p2 (5.30)
(5.26)式の導出と同様であり，次式を得る．
 < d1 (5.31)
これは d1 < 1より，(5.19)式の不等式  > 1と矛盾する．したがって， < 0，





5.3 強安定化制御器の設計法 第 5 章 強安定化
5.3 強安定化制御器の設計法
強安定化制御器の設計に関して，P (s)を得るために (5.14)式を満足する を選




なるという仮定の下で，設計手順は文献 [24] (p. 78)で以下のように与えられる．
設計手順 (文献 [24])
Step 0
既約なN; M を用いて P = N=M と書く．N の非負な実数の零点を次のよ
うに並べる．
0  1 < 2 <    < m =1 (5.32)
ri = 1=M(i); i = 1;    ;mと定義する．このとき，P が強安定化可能であ
る必要十分条件は，r1;    ; rmすべてが同符号であることである．もしこの
条件が成り立つならば，つぎに進む．
Step 1




k 2 S; Uk(i) = ri; i = 1;    ; k (5.34)
を満足するように構成されていると仮定し，以下の Step k + 1を繰り返す．
ここで，Sはすべて安定かつプロパーな実有理関数の集合である．
Step k + 1
Sに属する F を s = 1;    ; kで零点を持つように選ぶ．l  1と aを
[1 + aF (i+1)]
lUk(k+1) = rk+1 (5.35)
jaj < 1kFk1 (5.36)
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を満たすように選び

















であるため，Fig. 5.1に示すようなオブザーバを構成すると，A+BF と A+LC
が安定であるような F と Lを見つけることができる．
Observer
Plant
Fig. 5.1 Structure of observer.
文献 [24]より，
K(s) = F (sI   (A+BF + LC)) 1 L (5.39)








す．重力加速度は g = 9:81 m/s2とする．(5.14)式より (5.4)式の P (s)が強安定可
Table 5.2 System parameters




I0 2:000 10 3 kg m2
J1 1:200 10 2 kg m2
能であるための必要十分条件は，パラメータ が次式を満足することである．
0:3501 <  < 1 (5.40)
の二つの異なる値を取り，制御性能への影響を検証する．
シミュレーション1 ( = 0:5)
まず，  = 0:5を取ると次式を得る．
P (s) =
0:2683(s  151:9)(s+ 151:9)
s2(s  9:904)(s+ 9:904) (5.41)
Fig. 5.2からも確認できるように，正の零点 151:9186 と 1の間に正の実数極
がないため，補題 1より，(5.41)式の P (s)は強安定可能である．
Re
Fig. 5.2 P (s) has two real nite zeros and two innite zeros.
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数値シミュレーションにおいて，(5.39)式を用いて制御器を設計するためにMAT-
LAB関数 `lqr'を用いて 4 4の単位行列であるQ とR = 1より，F と L を計算
する．
F = [1;   17:76; 1:329;   2:790] (5.42)
L = [54:84; 96:88; 518:0; 959:4]T (5.43)
(5.41)式に対して，次式のK(s)を得る．
K(s) =
 3654(s+ 9:904)(s2 + 0:01100s+ 0:003000)




















シミュレーション2 ( = 0:7)
次に  = 0:7を取ると次式を得る．
P (s) =
 108:9(s  5:842j)(s+ 5:842j)
s2(s  9:904)(s+ 9:904) (5.46)
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Fig. 5.3 Time responses of 0,  , and  under stable stabilizing controller (5.44)
and initial state (5.45).
Fig. 5.4からも確認できるように，P (s)は二つの虚零点と二つの無限遠零点を
もつため，補題 1により， P (s)は強安定可能である．
(5.46)式の P (s)に対する安定な安定化制御器の設計により，(5.42)式と同じ F
と以下の Lを得る．
L = [24:90; 40:27; 215:9; 398:7]T (5.47)
これより，次式のK(s)を得る．
K(s) =
 1516(s+ 9:904)(s2 + 0:03000s+ 0:007000)
(s+ 384:8)(s+ 32:30)(s2 + 1:070s+ 43:32)
(5.48)
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Re



















ていることが分かる．(5.46)式の P (s)の分子は (5.41)式の P (s)と完全に異なる．
そのうえ，(5.46)式のP (s)に対する (5.48)式のK(s)の零点，極，ゲインと (5.41)





5.5 強安定化制御器のロバスト性について 第 5 章 強安定化

























Fig. 5.5 Time responses of 0,   and  under stable stabilizing controller (5.48)
























ここで は定数である． = 1の場合，不確かなパラメータはないことを意味する．




シミュレーション1 ( = 0:7;  = 1:05)
まず， = 0:7 と  = 1:05を取ると次式を得る．
P (s) =
 94:04(s  5:701)(s+ 5:701)
s2(s  9:665)(s+ 9:665) (5.51)
このとき，実際の機械パラメータ are0，are1，are2，are3，bre0 の値は8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
are0 = 7:900 10 3
are1 = 4:300 10 3
are2 = 4:300 10 3
are3 = 3:100 10 3
bre0 = 1:939 10 1
(5.52)
であるのに対し，推定値 aes0，aes1，aes2，aes3，bes0 は以下のとおりである．8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
aes0 = 9:200 10 3
aes1 = 4:900 10 3
aes2 = 4:900 10 3
aes3 = 3:600 10 3
bes0 = 2:137 10 1
(5.53)
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P (s)は二つの虚数零点と二つの無限遠零点をもつため，補題 1より，P (s) は強安
定化可能である．
(5.51)式の P (s)に対する (5.39)式の安定な安定化制御器の設計について，
F = [1;   17:46; 1:337;   2:804] (5.54)
L = [24:43; 39:39; 206:1; 380:5]T (5.55)
の F，Lを用いて，次式のK(s)を得る．
K(s) =
 1455(s+ 9:665)(s2 + 0:03100s+ 0:008000)














シミュレーション2 ( = 0:7;  = 1:10)
次に， = 0:7 と  = 1:10を取ると次式を得る．
P (s) =
 81:79(s  5:570)(s+ 5:570)
s2(s  9:443)(s+ 9:443) (5.57)
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Fig. 5.6 Time responses of 0,   and  under stable stabilizing controller (5.56)
and initial state (5.49).
(5.57)式の P (s)に対する (5.39)式の安定な安定化制御器の設計について，このと
き，推定値 aes0，aes1，aes2，aes3，bes0 は以下のとおりである．8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:
aes0 = 1:050 10 2
aes1 = 5:700 10 3
aes2 = 5:700 10 3
aes3 = 4:100 10 3
bes0 = 2:346 10 1
(5.58)
F = [1;   17:19; 1:346;   2:819] (5.59)
L = [24:00; 38:56; 197:2; 364:0]T (5.60)
より，次式のK(s)を得る．
K(s) =
 1400(s+ 9:443)(s2 + 0:03100s+ 0:008000)
(s+ 288:6)(s+ 31:30)(s2 + 0:9900s+ 39:36)
(5.61)
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Fig. 5.7 Time responses of 0,   and  under stable stabilizing controller (5.61)
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